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Résumé. On décrit un schéma numérique pour le traitement d’un opérateur de collision
ion/électron de type Fokker—Planck: pour cela on introduit la notion de moyenne
entropique de deux quantités positives. Ce schéma a la propriété d’étre entropique au
sens du théoréme H de Boltzmann sous un critere de type CFL. On montre de plus
que la solution converge en temps grand vers un unique état d’équilibre maxwellien.
© Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Numerical solution of a ionic Fokker-Planck equation
with electronic temperature

Abstract.  We describe a numerical scheme for dealing with an ion electron/collision operator
of the Fokker-Planck type; for that purpose, we introduce the notion of entropic
average of two positive quantities. This scheme has the property to be entropic in the
sense of Boltzmann's H theorem under a CFL criteria. Moreover, we prove that the
solution converges when the time grows, towards a unique Maxwellian equilibrium
state. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Abridged English Version

We are concerned with the modelization of a hot plasma with only one species whose atomic mass
in m, the ionization level being Z. The ionic distribution f = f(¢,z,v) (z € R? and ¥ € R®) and
the electronic temperature 7,(t,z) are solutions of (1), (2), where &, (Te.) = %ZNTG, P, =7ZNT,
are the internal energy and the pressure of the electrons. Moreover, N, U are the density and the
macroscopic velocity of the ions and () = f -dv/. The Fokker—Planck operator S (see (3)) describes
the ion/electron collisions and the classical quadratic Fokker—Planck operator B (see [7]) describes
the ion/ion collisions.

Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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The numerical solution of the overall system (1) and (2) can be done with a finite difference method
in the phase space (¥, ¥) with a five stages splitting:

1) Resolution of % f+ ¥V, f = 0 with an upwind (with respect to the = variable) scheme.

2) Resolution of the ion/ion Fokker-Planck operator, i.e. we solve z% f = B(f). (See [7] for
example for a conservative and entropic scheme.)

3) Resolution of é;d_tf = %Vﬂf with an upwind (with respect to the ¥ variable) scheme.

4) Resolution of the Fokker—Planck operator S, i.e. we solve % = S(f) coupled with
2E = 2025 (1)),

5) Resolution of the remaining part of the electronic energy equation.

In this Note, we describe only the fourth stage and we introduce the semi-discrete and the fully
discrete scheme with (9), (10) and (16) knowing that the distribution f at the interfaces of the mesh is
defined with the entropic average: see the definition (8). The main results of this Note are summarized
in the following propositions (where (g) = 3, = g;Awv).

PROPOSITION 3. — For all initial conditions {(f});,T.)} strictly positive, the scheme (9) and (10)
is such that f;(t) and T, (t) are strictly positive. Moreover, the numerical entropy (flog f) +
ZNlog (N 1.8 2) decreases and, when t — oo, we have:

./MUoc‘T:o (v]')
<JM U= T> >

knowing that (U™, T>°) is the unique solution of the system (14)-(15).

T.(t) — T, f; ()= f° =N

PROPOSITION 4. — For all initial conditions {(f{);,T{)} strictly positive, the scheme (16) is such
that f* > 0, inf, (T7') > 0, and we have:

H> < H""' < H" (Gibbs lemma)

when At < min(At], Ath). Moreover, the thermodynamical equilibrium is preserved, i.e.
N
= My 1 (vj) and T = T = f' = .
M <M U°",Te‘”> e J)
See §2 for the definition of H>, At}, At}, and the Maxwellian equilibrium M. .; H" is the value
of the numerical entropy at time ¢". Numerical results show that this scheme describes well the
ion/electron collisions, even on a coarse velocity grid.

L’évolution d’une population f = f(¢,x,v) d’ions (de masse m et de charge Z) et de la température
électronique T. = T, (t,z) (ou z € R3 et & € R3) est régie par le systéme :

o, v.P. ~
‘ 0—£f+1)'v17.f_ Nm 'Vlf—B(f)+S(f)7 (1)
%&an+m~@amﬂ+nmﬁ=-§w%u» @

ot & (T.) = $ZNT., P. = ZNT., N = (), NU = (f) et

U@ =0V, |[@=0) 1 @)+ = 9ur |, ®)

de plus, B est I'opérateur de Fokker—Planck quadratique classique (voir [4]) et () = fm -d7. Le

coefficient £} dépent continiment de N et T, (voir [6]). Sur 'origine de ce systeme, voir [3] ou [7].
Pour les détails de cette Note, voir [2].
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1. Généralités

On suppose que les fonctions f sont positives et & décroissance rapide vers 0 quand [¢] — oo.
On sait que ’opérateur B est conservatif en masse, impulsion et énergie ; de plus, il fait décroitre la
quantité {f log f) qui est 'entropie ionique (car (B (f)log f) < 0). D’autre part, en introduisant une
température ionique T' définie par 3NT = m ((7 — U)2f). I'opérateur S vérifie :

(SN =0, (SUH=0, T(S(f)v?) =3QN (T, = T).

Définissons la maxwellienne My 5 . (7) = (%Tﬁn)g,g exp [— L (Z;U)Z . En supposant f
maxwellienne et en prenant les trois premiers moments de (1), on obtient :
. . 9 . .
(%+VIU) N :Ua (C‘_ﬁ +VJ:DT) (‘N(J) +V1 (NT+P6’) =0,
0 - 3 L
B + V..U 5 NT )+ NTV, U =30QN (T, - T),

ce qui, couplé a (2), donne le systeéme Euler bitempérature classique (voir par exemple [5]).

PROPOSITION 1. — Pour tout f > QetT, > 0, ona:
(s(fog (f/Mygr,)) 0.

De plus, <S (f)log (MN!(;,’T8>> = 0 si et seulement si f = My 5 1.

PROPOSITION 2. — Soient f et T, solutions de (1) avec T, réguliere en x. Alors on a la relation de
décroissance de [’entropie

O ((F1og f) + M)+ V.- (710w ) + DM <0, oMo = ZNI(NTY?). (3)

La résolution numérique du systéme complet se fait par une méthode de différences finies en espace
et en vitesse grice a un splitting en cing phases indiqué dans la version anglaise. On décrit ci-dessous
un schéma numérique pour la phase 4.

2. Schéma numérique semi-discret

Plagons-nous dans un cadre monodimensionnel en ¥ pour simplifier; £, (7..) devient alors % ZNT,, et
m((v—U)2f) = NT, % (v2S (f)) = Q(NT — NT.).
11 s’agit de discrétiser en vitesse le systéme non linéaire suivant :
7]
5/ =S5 SOy =7 (6)
a
ot
On utilise une discrétisation de R grice a une grille de différences finies {v;}, ;. .. (ol

vj+1 —v; = Av), et on note f; = f;(t) I'évaluation de f(¢) en v;. Comme on tronque le domaine en
vitesse, il convient d’imposer la condition au bord du domaine : (v—~U) f + % Ouf = 0. Dorénavant,

J=Jmax

{g) désigne 51" g;Av.

E (T =Q(m{(v—-U)?f) = NT.), T.(0)=T" 7
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Pour deux quantités strictement positives x et y, on définit leur moyenne entropique fm,y par :

~ T —y
Jew =

m siz #y, fly = x sinon (8)

et I’on pose f_,,y = 0 si zy = 0. Par ailleurs, notons (Af); = a;(fj+1 — f;) — b;(f; — fi-1) avec
a; = 1 (sauf a; . = 0), b; = 1 (sauf b; = 0) et considérons le systétme semi-discrétisé satisfait

par {f) (t): T. (t)} :

a Q ~ ~ QT

afj =8(f);, S(f);= Ay [(Uj+1/z =U) fix1/2 — (vj—1/2 = U) fj—l/Z] + s (Af)is 9
0 m, 5 B
age(Te)+§<vj5(f)>—0 (10)

avec les conditions initiales naturelles et

~1
U= vy fiv (Z fj+1/2> ) (an

J J

fj+1/2 étant la moyenne entropique de f; et de f;;.;; on pose d’autre part fl/g = fj,,m+1/2 = 0.
On obtient les propriétés de bilan

(S(f)N =0, (uS(f))=0. (12)

En toute rigueur, la derniere relation n’est vraie que si f; = 0 et f; = 0 (voir [2] pour une
analyse rigoureuse). De plus, la formule (10) est consistante avec (7) car on a :

— — A s
D028 () = QNT. — NT), od NT = "20 3" (vy4102 = U)? franjan

2
J

Pour des f; et T, positifs, on introduit I’entropie numérique H (¢) = (f log f) — %ﬁ

m 172 m (v—u)?
Myy = (;T—y) exp [————]

log T,. Notons

2y
LEMME. — Pour tous f;(t) et To(f) positifs, en posant g = f/Mz ., ona:

S(f) mAv?

o = fj+1/2 (log (gj+1) — log (g;))

~ fi-172 (log (g;) — log (g;-1))
P QT i
EH =t Z Fiv1y2 [log (gj11) = log (g;))* <0,
J

PROPOSITION 3. — Pour toute condition initiale {(f});, T} strictement positive, le schéma (9) et (10)

e

est tel que f;(t) > 0 et inficpo oo Te (t) > 0. L’entropie H(t) décroit et quant t — oo :
T.(t) = T, fi(t) = f° = N Myer= (v;) ol N =N (Mywr=)"!

sachant que (U, T°) est l'unique solution du systéme :

(WMyw 1) N = (vf°), (14)
~ ZN
(0= 0P My 1) B+ 2010 = (0~ 009 1) + 2 g0 (s)
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3. Schéma numérique totalement discret, explicite

En utilisant la moyenne entroplque e /2 de f;' et de f}'; et les conditions aux limites comme
dans le schéma semi-discret, la discrétisation explicite de (9) (10) s’écrit :

ZN

5 (IO = T0) = A (NT" — NT™). (16)

fn+1 fn - AtS (fnann)Ja

On obtient les propriétés de conservation :

{ () = (), (f ) = (of),

(%5 ) = (% ) = 2o (NeTp — NT™),

. N -1

Notons H> = (f*° log f>) — &~ log T et At} = vaz— nnn (Af/(,, )k [maxk (%’—)J avec :
Miis Sl U7 maxy (v, )*
7= & "= > e 3 3 == 4 4 7 e o
M = max, M L f + Z(Tr/m)?

PROPOSITION 4. — Pour toute condition initiale {(f]);, T} strictement positive, le schéma (16) est
tel que f* > 0 et inf, (T') > 0; de plus, on a :

H>™ < H"*!' < H™ (lemme de Gibbs)
sous le critere CFL At < At} = min (At". 49,,) D’autre part, on a :

fr=f0 et TN =T® > frH = fm,

Sous I’hypothése 2 = Cste ,2 (voir [3]), on montre que At} ne tend pas vers 0 quand n augmente.

4. Résultats numériques

LR PN N N . . 0
On considere le probleme (6), (7) (ol v est monodimensionnelle), on prend v;,. = —v; =5 1
aveC Jmax = 100 et Z = 2, m = 2.5Mpo10n- Les conditions initiales sont les suivantes :

f° = maxwellienne centrée de température T°,
{N =102em™3, U=0, T°=1Kev, T°=2Kev.

On compare sur les figures 1 2 4 les résultats obtenus avec les schémas utilisant la moyenne
entropique, la moyenne de Chang et Cooper (voir [4]) et la moyenne arithmétique sur un maillage
fin et sur un maillage grossier. (Si la température est faible en début de calcul et est trés forte en
fin de calcul, il faut avoir un Av adapté, ce qui conduit a une discrétisation sur quelques mailles
seulement de la fonction de répartition initiale f°.) Lorsque le maillage est grossier, on constate que
la moyenne entropique donne un résultat plus précis que celle de Chang et Cooper et que la moyenne
arithmétique ne préserve plus la positivité de la distribution f (voir figure 4).
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Figure 1. — Températures. Figure 2. — Températures.
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Figure 3. — Températures. Figure 4. — Distribution f 4t = +oc.

Le schéma proposé ici s’étend en géométrie bidimensionnelle axisymétrique sans difficulté. Par
ailleurs, on peut impliciter la partie diffusion de (16) en remplagant S (f™,T™); par
ar T\ fn Ty fn QnTcn n
Av [('Uj+1/2 -U) fj+1/2 —(vj_12 = U) f,'—1/2] + mAv2 Afr

v
et I’équilibre thermodynamique f> est encore solution stationnaire avec ce schéma semi-implicite.
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